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处理等式约束的新微分进化算法
雷　盛，刘　伟

（广东工业大学 应用数学学院，广东 广州 ５１０００６）

摘要：针对有等式约束的优化问题，提出一种新的微分进化算法．该算法是通过解参数方程的方法处理等式约束，
从而降维求解的微分进化算法．数值实验结果表明，与现有的其他算法相比，新算法具有较快的收敛速度和较高的
求解精度，是一种有效的智能算法．
关键词：微分进化；等式约束；参数方程

中图分类号：Ｏ２４２　　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　　文章编号：１００７７１６２（２０１３）０２００９００５

ＮｅｗＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒＥｑｕａｌｉｔｙＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ＬｅｉＳｈｅｎｇ，ＬｉｕＷｅｉ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＧｕａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｎｅｗｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎ
ｅｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｒｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｗａｓｔａｋｅｎｔｏｋｅｅｐｐａｒｔｉｃｌｅｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎ
ｓｔｒａｉｎｔｓ，ａｎｄｔｈｅｐｅｎａｌｔｙｍｅｔｈｏｄｗａｓｕｓｅｄｔｏｈａｎｄｌｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，ｔｈｕｓｒｅｄｕｃｉｎｇｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｉｔｙｏｆｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｉｓｓｕｐｅｒｉｏｒｔｏｓｏｍｅｏｔｈｅｒｍｅｔｈｏｄｓ，ａｎｄｉｔｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎ；ｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ；ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ

　　微分进化算法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＤＥ算法）是由 ＲａｉｎｅｒＳｔｏｒｎ等［１３］于１９９５年提出的
一种实数编码，解决全局优化问题的启发式算法．已
被证明在求解过程中具有高效性、收敛性、鲁棒性等

优点．因此微分进化算法在计算机科学、管理科学、
控制工程的科学领域得到了广泛的应用．

微分进化算法在求解约束优化问题时，处理等

式约束常用的一种方法是把一个等式约束转化为两

个不等式约束，这种方法会在算法求解过程中得到

大量不可行解，而且在初始化时也不能保证个体合

法［４５］．因此降低了算法的求解精度和收敛的速度，
并且不一定能得到满足等式约束的最优解．另外一
种方法是在等式约束的右边添加一个极小的数，把

等式约束条件减弱，这种方法的缺陷是等式约束条

件减弱以后，得到解可能比真实的最优解要小，约束

条件减弱得越多，即添加的数取值越大，得到的解所

对应的目标函数值可能要比真实的最优值更好，但

是，这样的解不是真实的可行解［６９］．本文提出了一
种新的微分进化算法求解有等式约束优化问题．首
先根据搜索空间的维数和等式约束条件确定参数，

并求解参数方程；然后在种群初始化、交叉和变异操

作过程中，用参数方程的解更新个体以确保个体满

足等式约束，对于违反不等式约束条件的个体使用

惩罚函数进行惩罚．数值实验验证了新算法既有较
快的收敛速度，又能以较大概率搜索到约束优化问

题的最优解．

１　基本微分进化算法
优化问题模型描述如下．
ｍｉｎｆ（Ｘ）．

ｓ．ｔ　
Ｑｉ（Ｘ）≤０，ｉ＝１，２，…，Ｎ；

Ｐｊ（Ｘ）＝０，ｊ＝１，２，…，{ Ｍ．
（１）

其中变量 Ｘ∈ＲＤ，Ｒ代表实数域，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，
…，ｘＤ），ｘｉ∈［ａｉ，ｂｉ］（ｉ＝１，２，…，Ｄ）．Ｑｉ（Ｘ）为优化



问题的Ｎ个不等式约束条件，Ｐｉ（Ｘ）为 Ｍ个等式约
束条件．

ＤＥ算法是求解有 ｎ个连续变量采用实数编码
的全局优化的算法．其基本思想是：对种群中的每一
个个体ｉ，从当前种群中随机选择３个不同且不等于
个体ｉ的个体．以其中１个个体为基础，另外２个个
体为参照做一个随机的扰动．将得到的新个体与个
体ｉ进行比较，保留较优个体，实现种群的进化．

假设ＤＥ算法的种群规模为 ＮＰ，每个个体有 Ｄ
维变量．则第Ｇ代第ｉ个个体可表示为Ｘｉ，Ｇ，其中ｉ＝
１，２…ＮＰ．算法的主要算子包括：变异、交叉、选择．
算法流程如下．

步骤１　初始化参数：种群规模 ＮＰ，变异因子
Ｘｆ，交叉概率Ｃｒ，以及种群最大进化代数Ｇｅｎ＿ｍａｘ．

步骤２　初始化种群：随机产生 ＮＰ个个体．计
算每个个体Ｘｉ，Ｇ的适应值ｆ（Ｘｉ，Ｇ）．

步骤３　变异：对个体ｉ通过变异操作得到变异
个体Ｖｉ，Ｇ＋１，变异方式如下：

Ｖｉ，Ｇ＋１＝Ｘａ，Ｇ＋Ｘｆ（Ｘｂ，Ｇ－Ｘｃ，Ｇ）， （２）
其中ａ，ｂ，ｃ∈｛１，２…ＮＰ｝且ａ≠ｂ≠ｃ≠ｉ．

步骤４　交叉：将变异得到的中间个体 Ｖｉ，Ｇ＋１＝
（ｖ１ｉ，Ｇ＋１，ｖ２ｉ，Ｇ＋１，…，ｖＤｉ，Ｇ＋１）和个体 Ｘｉ，Ｇ进行交叉操
作，得到候选个体 Ｕｉ，Ｇ＋１ ＝（ｕ１ｉ，Ｇ＋１，ｕ２ｉ，Ｇ＋１，…，
ｕＤｉ，Ｇ＋１），交叉操作的方法如下：

ｕｊｉ，Ｇ＋１＝
ｖｊｉ，Ｇ＋１，如果ｒａｎｄ（）＜Ｃｒ或ｒｎｂｒ（ｉ）＝ｊ；

ｘｊｉ，Ｇ，其他{ ．

（３）
步骤５　选择：对候选个体Ｕｉ，Ｇ＋１进行适应度评

价，然后和个体Ｘｉ，Ｇ比较，将较优个体保留到下一代
种群．判断是否满足算法终止条件．若满足则输出种
群中最优个体，否则转到步骤３．

２　新微分进化算法
在文献［８］中处理等式约束的方法是：把个体

的维数为 Ｄ的 Ｍ个等式作为一个带有参数的方程
组．不失一般性选择其中的 Ｄ－Ｍ个变量作为求解
的参数．本文将这种方法引入到微分进化算法中．通
过参数方程组求解之后，可以得到参数解的一般形

式：

ｘＤ－Ｍ＋１＝ｑ１（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ－Ｍ），

ｘＤ－Ｍ＋２＝ｑ２（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ－Ｍ，ｘＤ－Ｍ＋１），

…

ｘＤ－１＝ｑＭ－１（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ－３，ｘＤ－２），

ｘＤ＝ｑＭ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ－２ｘＤ－１）．

（４）

其中ｑｉ，ｉ＝１，２，…，Ｍ是参数的多项式．然后将
所得到的参数解代入原问题的不等式约束和目标函

数中，从而降低优化问题解的维数．
惩罚函数法是处理不等式约束优化问题最简单

的一种方法．从本质上讲，这种方法是通过对不可行
解添加惩罚来将约束问题转化成无约束问题［８１１］．
所有违反约束的个体都要在适应值函数中添加惩罚

项．具体方式为：

Ｆｉｔｎｅｓｓ（Ｘ）＝
ｆ（Ｘ），若Ｘ是可行解；
ｆ（Ｘ）＋ＮＫ，若Ｘ是不可行解{ ．

（５）

式中：Ｋ为个体Ｘ不满足约束条件的个数，Ｎ是一个
很大的正数．

新算法步骤如下．
步骤１　参数初始化：参数包括种群规模 ＮＰ，

变异因子Ｘｆ，交叉概率Ｃｒ．

步骤２　种群初始化：随机产生初始个体 Ｘｉ，０，
ｉ＝１，２，…，ＮＰ．把参数解式（４）代入 Ｘｉ，０，计算得到

结果（Ｘｉ，０），然后判断（Ｘｉ，０）是否在约束边界内，
如果个体不满足约束条件则重新随机产生 Ｘｉ，０．然
后按式（５）计算适应值．

步骤３　变异：对个体ｉ利用式（２）进行变异操
作得到变异个体Ｖｉ，Ｇ＋１．

步骤４　交叉：将变异得到的中间个体 Ｖｉ，Ｇ＋１＝
（ｖ１ｉ，Ｇ＋１，ｖ２ｉ，Ｇ＋１，…，ｖＤｉ，Ｇ＋１）和个体 Ｘｉ，Ｇ利用式（３）进

行交叉操作，得到候选个体Ｕｉ，Ｇ＋１＝（ｕ１ｉ，Ｇ＋１，ｕ２ｉ，Ｇ＋１，
…，ｕＤｉ，Ｇ＋１）．

步骤５　选择：对候选个体Ｕｉ，Ｇ＋１进行适应度评
价，然后和个体Ｘｉ，Ｇ比较，将较优个体保留到下一代
种群．判断是否满足算法终止条件．若满足则输出种
群中最优个体，否则转到步骤３．

３　数值实验

本文选择了５个具有代表性的带等式约束的优
化问题．

ｆ１（ｘ）＝
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３
ｘ２１＋ｘ

２
２＋ｘ

２
３
．

ｓ．ｔ

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１０，

ｘ２１＋２ｘ
２
２＋３ｘ

２
３≤９０，

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０
{

．

ｆ２（ｘ）＝ｘ
２
１－ｘ

２
２＋ｘ

２
３－ｘ

２
４＋２ｘ１ｘ２－ｘ１－ｘ２－５ｘ３－

ｘ４－６ｘ５＋ｘ６＋ｘ７．
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ｓ．ｔ

２ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３－ｘ６≤４，

ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４－ｘ７≤４，

ｘ３＋ｘ４＋ｘ５≤４，

ｘ１＋ｘ２－ｘ６＝０，

ｘ３＋ｘ４－ｘ７＝０，

ｘ１，ｘ２，…，ｘ７≥０．

ｆ３（ｘ）＝（ｘ１－１０）
２＋５（ｘ２－１２）

２＋ｘ４３＋３（ｘ４－

１１）２＋１０ｘ６５＋７ｘ
２
６＋ｘ

４
７－４ｘ６ｘ７－ｘ１－ｘ２－ｘ３－ｘ４－ｘ５－

１０ｘ６－９ｘ７＋ｘ８＋ｘ９＋ｘ１０．

ｓ．ｔ

－１２７＋２ｘ２１＋３ｘ
４
２－ｘ３＋４ｘ

２
４＋３ｘ５＋２ｘ８≤０，

－２８２＋７ｘ１＋４ｘ２＋１０ｘ
２
３＋２ｘ４－ｘ５－ｘ９≤０，

－１９６＋２４ｘ１＋ｘ
２
２＋６ｘ

２
６－７ｘ７－ｘ１０≤０，

４ｘ２１＋ｘ
２
２－３ｘ１ｘ２＋２ｘ

２
３＋５ｘ６－１１ｘ７≤０，

ｘ３＋ｘ５－ｘ８＝０，

ｘ２＋ｘ４－ｘ９＝０，

ｘ１＋ｘ７－ｘ１０＝０，

－１０≤ｘｉ≤１０，ｉ＝１，２，…，１０．

ｆ４（ｘ）＝３ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４－５∑
４

ｉ＝１
ｘ２ｉ－∑

１３

ｉ＝５
ｘｉ－

ｘ５－ｘ１０－ｘ１１－ｘ１２＋ｘ１４＋ｘ１５－ｘ１６＋ｘ１７．

ｓ．ｔ

－２ｘ１＋ｘ２－ｘ１０＋ｘ１１＋２ｘ１４－１０≤０，

２ｘ１－４ｘ３＋ｘ１０－ｘ１２＋２ｘ１５－１０≤０，

３ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１６－１０≤０，

－６ｘ１＋２ｘ１０－ｘ１４≤０，

－７ｘ２＋２ｘ１１＋ｘ１６≤０，

－５ｘ３＋２ｘ１２－ｘ１５≤０，

－６ｘ４－２ｘ５＋ｘ１０＋ｘ１７≤０，

－２ｘ６－ｘ７＋ｘ１１≤０，

－２ｘ８－ｘ９＋ｘ１２≤０，

２ｘ１＋ｘ１０－ｘ１４＝０，

３ｘ３＋ｘ１２－ｘ１５＝０，

ｘ２＋ｘ１１＋ｘ１６＝０，

４ｘ４＋ｘ５－ｘ１７＝０，

０≤ｘ１，２，…，９，１３≤１，０≤ｘ１０，１１，１２≤１００，

０≤ｘ１４，１５，１７≤１１０，－１００≤ｘ１６≤１００．

ｆ５（ｘ）＝－ｘ１ｘ２－２ｘ２＋（ｘ３－１０）
２＋４（ｘ４－５）

２＋

（ｘ５－３）
２－ｘ５＋２（ｘ６－１）

２－ｘ６＋５ｘ
２
７－ｘ７＋７（ｘ８－

１１）２－ｘ８＋２（ｘ９－１０）
２－ｘ９＋（ｘ１０－７）

２－ｘ１０＋ｘ
２
１１－

１４ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３＋ｘ１４＋４５．

ｓ．ｔ

－１０５＋３ｘ１＋４ｘ２－３ｘ７＋９ｘ８＋ｘ１１≤０，

１０ｘ１－８ｘ２－１８ｘ７＋ｘ８＋ｘ１２≤０，

－８ｘ１＋２ｘ２＋４ｘ９－３ｘ１０＋ｘ１３－１２≤０，

３（ｘ１－２）
２＋４（ｘ２－３）

２＋２ｘ２３－７ｘ４－１２０≤０，

５ｘ２１＋８ｘ２＋（ｘ３－６）
２－２ｘ４－４０≤０，

ｘ２１＋２（ｘ２－２）
２－２ｘ１ｘ２＋１３ｘ５－７ｘ６＋ｘ１４≤０，

０．５（ｘ１－８）
２＋２（ｘ２－４）

２＋３ｘ２５－ｘ６－３０≤０，

－３ｘ１＋６ｘ２＋１２（ｘ９－８）
２－７ｘ１０≤０，

ｘ１＋ｘ２－ｘ１１＝０，

ｘ５＋ｘ６－ｘ１４＝０，

ｘ７＋ｘ８－ｘ１２＝０，

ｘ９＋ｘ１０－ｘ１３＝０，

－１０≤ｘｉ≤１０，ｉ＝１，２，…，１０，－２０≤ｘｊ≤２０，

　ｊ＝１１，１２，１３，１４．
数值实验在Ｍａｔｌａｂ中完成．对于问题 ｆ１（ｘ），算

法参数中种群规模 Ｎ＝３０，进化代数 Ｔ＝２００，Ｘｆ＝
０５，Ｃｒ＝０５．问题 ｆ２（ｘ），算法参数 Ｎ＝３０，Ｔ＝
１０００，Ｘｆ＝０５，Ｃｒ＝０５．问题 ｆ３（ｘ），算法参数 Ｎ＝
３０，Ｔ＝５００，Ｘｆ＝０５，Ｃｒ＝０５．问题ｆ４（ｘ），算法参数
Ｎ＝３０，Ｔ＝２０００，Ｘｆ＝０５，Ｃｒ＝０５．问题 ｆ５（ｘ），算
法参数Ｎ＝３０，Ｔ＝５０００，Ｘｆ＝０５，Ｃｒ＝０５．为了比
较方便，新算法记为 ＬＤＥ，文献［３］中的算法记为
ＪＤＥ，文献［４］中的方法记为 ＣＤＥ．文献［３］把约束
条件中的等式约束ｈｊ（ｘ）＝０转化成不等式约束，即
ｈｊ（ｘ）＝０ ｈｊ（ｘ） ＜ε，其中 ε＝０１．文献［４］中，
处理约束条件的方法是把个体违反每个约束条件的

量累加起来，选择违反程度小且适应值好的个体．
３种算法对每一个测试函数都独立重复运行１０

次，为了比较算法的效率，本节比较了１０次实验３
种算法的平均 ＣＰＵ时间和求得的最优解及平均解
（见表１）．并给出了一次实验的进化曲线图（见图１～
图５）．
　　表１中“－”表示算法在绝大多数情况下不能
收敛到最优解，所以未作统计．由表１可以看出在５
个测试函数中，新算法求解所需要的 ＣＰＵ时间都要
比另外２个算法少，得到的最好解和平均解的精度
也要高于另外两种算法．当测试函数ｆ４（ｘ）、ｆ５（ｘ）中
等式约束条件较多且比较复杂的时候，其他两种算

法即使花费很多的时间和求解代数也很难求到最优

解．说明了新算法简洁、高效．从进化曲线图１中可以
看出对于较简单的测试函数ｆ１（ｘ）新算法求解到最优
解的进化代数少于２０代而其他两种算法需要 １００
代；从进化曲线图２中可以看出对于测试函数ｆ２（ｘ）
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表１　５个测试函数收敛精度和运行时间的比较
Ｔａｂ．１　Ｆｉｖｅｔｅｓｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｓｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｃｃｕｒａｃｙａｎｄ

ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

测试函数 算法 最好解 平均解
平均ＣＰＵ
时间／ｓ

ＬＤＥ －０．０５４９ －０．０５４５ ０．０３２０
ｆ１（ｘ） ＪＤＥ －０．０４３２ －０．０２８４ ０．０９６１

ＣＤＥ －０．０５３４ －０．０５１３ ０．０７９１

ＬＤＥ －４０．００００－４０．００００ ０．２０６８
ｆ２（ｘ） ＪＤＥ －３９．０７４８－３７．６３０１ ０．２２３１

ＣＤＥ －４０．２１２４－３９．６２４５ ０．５７０１

ＬＤＥ ６８０．６６０１ ６８０．６７３３ ０．２３６５
ｆ３（ｘ） ＪＤＥ ６８０．７８６２ ６８８．２０３１ ０．２６１２

ＣＤＥ ６８１．１５２８ ６８５．２５９７ ０．３３８３

ＬＤＥ －１５ －１４．９９８０ ０．６８８３
ｆ４（ｘ） ＪＤＥ －１９．０３４３ －８．７１６４ ２．４６３９

ＣＤＥ － － －

ＬＤＥ ２４．２２６５ ２４．６２６５ ３．９６１４
ｆ５（ｘ） ＪＤＥ － － －

ＣＤＥ ２７．１５９４ ３４．６７２０ ７．４７３３

图１　ｆ１（ｘ）的进化曲线图
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｆ１（ｘ）

图２　ｆ２（ｘ）的进化曲线图
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｆ２（ｘ）

新算法求解到最优解需要１００代，而ＣＤＥ需要进化
１０００代，ＪＤＥ需要进化６００代；从进化曲线图３中
可以看出对于测试函数 ｆ３（ｘ）新算法求解到最优解
需要进化１００代，而另外两种算法需要进化５００代．

由图４和图５可以看出当测试函数中等式约束较多
较复杂的时候，另外两种算法需要的进化代数远大

于新算法，新算法求解到 ｆ４（ｘ）的最优值需要进化
３００代，ＪＤＥ需要进化２０００代，而 ＣＤＥ在大多数情
况下不能收敛到最优解；新算法求解到ｆ５（ｘ）的最优
值需要进化 １００代，ＪＤＥ需要 １０００代，ＣＤＥ需要
５０００代．综上所述，新算法具有很快的收敛速度和
很高的求解精度，是一种高效稳健的智能算法．

图３　ｆ３（ｘ）的进化曲线图
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｆ３（ｘ）

图４　ｆ４（ｘ）的进化曲线图
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｆ４（ｘ）

图５　ｆ５（ｘ）的进化曲线图
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｆ５（ｘ）

４　结论
本文提出了一种用参数方程处理等式约束，降

低优化问题维数，用惩罚函数处理不等式约束的微

分进化算法．数值实验显示该算法提高了求解的速
度和精度．新算法减法是一种便于实现、通用性强、
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高效的方法．
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